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Nonlinear｝y−Coupled　Van　der　Pol　Oscillators

Kuniyasu　SHIMIZU †三の
，
Tetsuro　ENDO †b）

，
and 　Hisa−Aki　TANAKA ††°）

　あ らま し　非線 形 的 に 相 耳 結合 さ れ た 二 つ の van 　der　Pol 発振器 を平均化法に よ り解析 し，同相 解 ，逆 相 解 ，

二 重モ ード解の 特性 を求め た．こ の 同期化法は 粘菌モ デ ル か ら 導か れ た特殊 な結合 に 基 づ き
， 結合 は線形項 の み

な らず ， 発振器 の 内部 ダイ ナ ミ ッ クス に 関与す る非線形 項 に も及 ん で い る点 に特徴が ある ，そ の 結果，粘菌 モ デ

ル と して 有用 な ［司相解の 同期範囲は
， 従来の 線形結合 の 場合 に 比べ 非 常 に 広 くな る こ と が 過去 の コ ン ピュ

ー
タシ

ミ ュ レーシ ョ ン に よ り知 られ て い る．本研 究で は こ の シ ス テ ム を平均化法に よ り解析的に 研 究 し，各解 の 特性 を

具体的 に 求 め た，中で も同相 解 の 同期 範 囲 は結 合係 数が ある 程 度以上 に 大きくなる と無限大 とな る こ とを理論的

に 明 ら か に し た ，

　キーワード　同期，非線形結合，平均化法，熊手型分岐

1．　 ま え が き

　発振器 の相互 同期は様 々 な方法で 古 くか ら研究 され

て きた．しか し，そ の 大半は結合に よ っ て発振器自身

の 内部 ダ イ ナ ミ ッ ク ス 自体は 変わ らない 形で の 線形結

合を仮定 した もの で あ り，こ の ような系 に つ い て は こ

れ まで に 多 くの 解析結果 が 示 さ れ て い る 国
〜
［4］．近

年，生物学の 分野か ら，細胞性粘菌の 結合方法をモ デ

ル化 した相互 同期化法が提案され た ［5］， ［6］．細胞性粘

菌は単細胞 ア メ
ーバ の

一種で あ り，飢餓状態下 で は多

数が 凝 縮 〔結合） し組織化 さ れ ，擬似 多細胞動物 や 擬

似 多細胞稙物 に もな り， 細胞間 の リズ ム 同期が行わ れ

る ［71．こ の 同期化法は次の ようなもの で ある．今，細
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胞 jの リ ミ ッ トサ イ ク ル 振動子 が 次 の よ うに書ける と

仮定する．

暢 一 Fj（P・，R ，），甥
ゴ ーG ・（P・，R ・）

　ただ し，乃 は 細胞 jの 生産物濃度 ， 馬 は受容体 の

活動度を示す もの とする ．こ の とき，凝縮 した ／V 個

の 細胞か らな る 組織 は以下 の よ うに 表 す こ と が で き

る ［5］．

祟一肥 ，馬 ）

物一《恥 シリ，一 一
，
・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

こ こ で，7 ＞ 0 は結合係数を表す．これ は
一

般 に N 個

の 振動子 の 非線 形結合系 とな る．こ の結合方法の特徴

は一
般 に結合項が方程式に対 して線形的 に 加算され る

だ けで な く，振動子の 内部 ダイナ ミ ッ クス に関与す る

非線 形項 に も入 っ て くる 点 に あ る．

　文献 ［5］， ［6］で は こ の 方法で 複数 の 発振器が共通 の 場

を介 して 非線形的 に相互作用 を行 うい くつ か の例を具

体的 に 示 し
，

そ れ ら の コ ン ピ ュ
ー

タ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン
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の 結果 が示 され て い る．そ の 結果は従来の線形結合と

は か な り異な る性質をもつ こ とが分か っ た．すなわち，

自然角周波数の大 きく異な る 発振 器問 で も
，

ま た 種類

の 異 な る発振器問で も同期が 起 こ る例が 示され て い る．

本論文で は こ の 系を理論的に解析する た め の第
一
歩 と

して 二 つ の van 　der　Po ！発振器 を提 案され た方法で非

線形的 に結合 した系を対 象 と し て 平均化法 に よ る 解析

を行 っ た．そ の結果，同相解，逆相解 ，
二 重モ ー

ド解

の 特性 を具体的 に求め る こ とが で きた．中で もある程

度結合係数が大 きくな る と 同相解 の 引込範囲が無
．
限大

に な る とい う興味深 い 結果 が得 ら れ た．

2． 平均化法に よる解析

　
一
般 に ゴ ； 1，2 番 目の vall 　der　Pol発振器 は次式 で

表さ れ る．こ れ は文献 ［5］， ［6］で 取 り上 げ られ た もの と

同じ形で ある．

　 dx’
ゴ

　　　＝
坊 ≡ x ゴ（餌ゴ，駒 ）

　 dt

響一一
・量虚 （1一皿1）IJゴ … 巧 ＠ゴ謝 （2）

こ こ で ε
1

＞ 0 は非線形性 の 強 さを，ω
ゴ

は ゴ番 目の

発振器 の 無結合 時 の 角周波数 を表す．今，式 （1）の よ

うな非線形結合を考え る と二 つ の 相互結合 された van

der　Pol 発振器 は次式で 表現され る ．

　 dXl

　亙「
＝ Yl

豊
t − 一

・1｛針 ・婦 剛

　　　　＋ ・

’

［1
一
個 ＋ 7個 拡 、）｝

2
］y、

　 dnc2
　 　 　

＝
  2

　 dt

雛 矧 ・ ・ 擁 ・ ＋ ・ ・）｝

　　　　＋ ・
’

［1 −
｛・・ ＋ ッ（m 、 t ＝、）｝

2
］y、 　 （3）

　式 （3）を ．Tl ，：：2 に つ い て の 2 階 の 微分方程式 の 形

に 書 き換 え，変数変換 ω 1孟＝t’

を行い ，t
’

をあら ため

て t と置 きな お し
，

か つ ε7ω 1 を ε と お くと，次の よ

うな正規化 され た微分方程式が得 られ る．

d2x1
　　 ＋ ｛x ・ ＋ ッ＠1 ＋ x2 ）｝dt2

甑  
’

｛．T2 ＋ ッ（Xl ＋ z
’
｝

　　　一
・［1 −

｛・ ・　＋ ・（・
’
・
・＋ ・・）｝

2
］讐一 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

式 （4）を 2 階の ベ ク トル微分方程式に書き換え る と次

式 の よ うに な る ．

・ 一 一
・ ［繼 ；］

上式に お い て

X − ［Ml ，、
．・ ，】

T

B − ［
（1＋ 7）　 　 7

0・（liil）
2

（・＋ ・）（箭）
・］

9 ・（x ，幻 一｛（1 ＋ 7）t： 、＋ ｝
’
x 、｝ 

9・ （x ，幻 一 ｛（1 ＋
et

）x2 ＋ ッx 、｝
2
¢ 、

（5a）

（5b ）

と す る ．た だ し ・＝ dfdt，　 t−＝ d2／dt2で あ る．線形

変換 x ＝ Py
，
　y ； ［

’
Yl ，Y2］

τ
を式 （5a）に 適用 し，左か

ら P
− 1

をかけ る と次の ように なる
〔泊 ）．

・ ＋ （P
−・BP ）・

一
… ダ B翻 ］

（6）

こ こ で 関数 g1 ，
　 g2 は 線形変換 x ＝Py を 用 い て y ，夕

の 関数 と して 表 され て い る ．B の 固有値 を Ω釜と

Ω寮〉 Ωめと し， 対応す る長 さ 1 に正規化された固有ベ

ク トル をそれぞれ p1 ＝［p11，p21］
T
，p2 ＝［p12，p22］

T

とする と式 （6）は 以下 の よ うに な る．

嘉圏・ 「
「

凋 ［1）］
一讒［1：］一・ 匿1雛北：［；：劃
・ ・ ［1劉 　 　 甸

一
・

一
｛・・ ＋ O・（x ・ 祠 ｝

2

］讐一・
〔注 1〕：式 （5a）に 対 し，線形変換 を行 っ て y 領 域 の対 角化 され た形 に

もって い く，こ の ような解析が妥当な解を与 える の は ，nyが あま り零 に

近 くな い 場 合 で ある ．
ッ が零 に 近 い 場合 の 平 均 化法 の 適 用 例 と し て 文

献 ［1］があ る ．
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P
−・B ・ 一［璋

P
− ・

　一［；1冨：：］
劇，

P − ［
Pll　 Pl2

P21　 P22］
（7b ）

　関数 91，g2 は式 （5b）に線形変換 x ＝Py を行 う

と
， y ，シの 関数 と して 次 の よ う に表す こ とが で きる．

9 ・（y ，Y）

　　＝｛（1 ＋ のゆ・ IY1 ＋ P・2 ・」2 ）

　　　＋ 7（P、、Y、 ＋ P22Y 、）｝
2

（P 、、P、 ＋ P 、2 ・」、）

　　＝A2P 、、ゐ 、 ＋ 2紹 Pn 尠 、y、 ＋ 飾 、、伽 窶

　　　十A2P12yZSン2 一ト2ABp12 ！ノ1Y2 ？）2 十 彦
2Pl2

佐ノil92
92（y ，Y）

　　＝｛（1 十 の（P21Yl十 P2292）

　　　＋ッ（P、、y、 ＋ P 、2Y 、）｝
2

（P、、y、 ＋ P 、、ψ、）

　　＝ σ
2P

、、幽 、 ＋ 2CDp 、、Y、YIY、 ＋ D2P、、締 莠

　　　十 〇
2P22

宮羣雪2
一ト2CI ）P22！ノly2 汐2

一
ト D2P22Zノ量lg2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8a）

A − （1 十 ツ）P 、、 ＋ 7P2 ・ ，
B ＝ （1＋ のP ・2 ＋ 1

’
P22

C ＝ （1＋ 7 ）P21 台 P 、、 ，
D ＝（ユ＋ 7）P22 ＋ 7P12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〔8b）

　式 （7a）が 平均化法 を適用す る 基礎方程式と な る ．

　平均化法 で は ，まず最初 に式 （7a）に お い て ε ＝ 0 の

と きを仮定す る．する と，そ の解は
一
般性を失 う こ と

な くΩ2 ＞ Ω 1 ＞ 〔｝として yi＝Pi　sin（SZit＋ θの，蛮 ＝

ρiΩ i　ces （S）it　＋　ei），i ＝ 1，2 ζ容易に求め られ る．次

に ε ≠ 0 の場合に は ，ρi ，
θz を時間の関数 として 計算

す る と，式 （7a）は 次 の よ うな y の 微分方程式か ら ρ，
θ

に関す る微分方程式に変換 され る ．

　　　F

〃i ＝

鳶ノ・（y・勧 ・卿 ゜S 侮 ＋ θ∂

OI− 一
毒鰍 〃・ 7Y ・ ，・・）… （・lt ＋ ・1）

i＝ 1
，
2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔9）

平均化法 の 理論 よ り，十分小 さい ε に 対 して，式 （9）

は右辺を時間で 平均化 した式で十分 よ く近似 で きる こ

とが 知 ら れ て い る ［8】， ［9］．

Pi一孟’蛾   ・・掴 一 ・dt

e，
一
纛 黜 ÷ズ鰤 ・・血 姻 ・dt

　i＝ 1
｝
2　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

Ω， ，
Ω 2 が Ω 2 ＞ Ω 1 ＞ 0 か つ Ω 2／Ω 1 ≠ 3 で あ る と仮

定する と式 〔10）は次 の ように計算 され る （付録 1．）．

ρ・
− 1・ρ・ （1 − iE・釜一IF・1）le ・

一・

・・
− 1・ρ・ （・ − 1・・：　− iH・1），

e・
一 ・ （・1・）

こ こ に お い て

E − A2P、、q、、 ＋ σ
2P

、、q、2

F − B2P． q、、 ＋ D2P 、、9、2

a 一五
2P

凶 21 ＋ C2P22q22

H 一飾 、2q 、、 ＋ D2P22q22 　 　 　 （11b）

とする ．Ω 1 と Ω 2 が Ω 2 ＞ Ω1 ＞ 0 かつ Ω2 ／Ω 1 ≠ 3

で あれ ば θ，
＝62＝ 0 と な り θiL と θ2 は任意 の 定数

と なる の で
， 振幅に 関する方程式の み を解析すれ ば よ

い ．そ こ で ，新 しい 変数 σ1 ≡ ρZ≧ O，　U2 ≡ ρ戔≧ 0

を導入す る と式 （11a ）は 以下 の よ うに簡単化 さ れ る．

σ1
− … （・

− iEσ・
− 1祠 ・ ・1・・（職

ぴ・
一蝋 ・ − laσ・

− iHU・）・ ・h・・（σ1 ，ひ≧）

　　　　　　　・　 　 　 　 　 　 　 　 　 （12）

3． 平均化法に よ る平衡点の 解析

　3，1　平衡点の安定性

　安定 な定常解 は式 （12）か ら求め ら れ る安定平衡点

に 相 当する ．式 （12）に お い て Oi＝02＝ 0 と お く

と平衡 点 （UO1，UO2）が得 られ る．すなわち，こ の系に

は 零解 （ε ＞ 0 の とき不 安定で あ る こ とは 自明）の ほ

か に 三 つ の 平衡 点 （a）UOi ≠ O，　Uo2＝ O，（b）Uo1 ＝

0，Uo2 ≠0， （c）UOi ≠0
，砺 2 ≠ 0 が 存在する こ とが分

か る ．具体的に 三 つ の平衡点 は以下 の ように表すこ と

がで きる．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4

（・）σ・ ≠0
，
σ

・
＝0 ⇒ 〔あ・

＝

万
・
び・2

＝ 0

・ 伽
一
〜房，鯉

一・

⇒ ・
一蓚・・・ … t＋ e・・，・U2 − ・

　 ⇒ 　Xl ＝ Pllρ01sin （Ω1t 十 θ1）

　　　x2 ＝ P21ρOlsin （Ω1t 十 θ／）　　　　　　（13a ）
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（・）・1 一曜 ≠・ ⇒ … 一 ・
，
・・2 一 音

・ 伽
一・，伽 一瘍

⇒ IJ1 ＝O
，
　Y2＝

ρ・ 2　sin （Ω 2オ＋ θ2）

＝＞　　X1 　；P12ρ02　sin（Ω 2舌十 θ2）

　　輌じ2 ＝P22ρ02　sin （Ω 2古十 θ2 ）　　　　　　　（13b）

（c）　σ 1 ≠ 0
，
ひ2 ≠0

　　　　　　4（− 2F 十 H ）
⇒ 　POI＝　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ，ρ02 ＝
　　　　　　 HE − 4GF

　　XI 　＝　P11ρ01　sin （Ω 1t 　十 　θ1）

　　　　＋ P ・2 ρ・ 2　si・・（Ω 2t ＋ θ2）

　　X2 　＝P21ρOl 　sin （S2Lt十 θ1）

　　　　 十 P22PO2　sin （Ω 2 孟十 θ2＞

4（E − 2G ）
flE − 4GF

（13c）

　 こ こ に お い て ，式 （13a）で表さ れ る解は計算 の 結果 ，

Pll と p21 が異符号 と なる こ と か ら ：n1 と ／M
’
2 が 共通

の角周波数 Ω 1 を もち，互 い に 逆位相 （位相 差 π ） の

関係 と な る 解 と な る ．こ れ を逆相 （同期）解 とい う．

また，式 （13b）で表される解 は ，　p12 と p22 が同符号

と な る こ と か ら Xl と X2 が 共 通 の 角周波数 Ω2 を も

ち，互 い に 同位相 （位相差 0）の 関係とな る解とな る．

こ れ を同相 （同期）解 とい う，同相解 ， 逆相解 と もに

ω 2／ω 1 ＝ 1 の 場合以外は Xl と ．T2 の 振幅は等 しくな

い ．最後に式 （13c）で 表 され る解は Xl と ＝ 2 に 同相成

分 と逆相成分が同時 に現れ る 二 重 モ ー ド解で ，
一
般 に

こ れ は準周期解 となる，また式 （13a）〜（13c）に お い

て θ1，θ2 は任意定数で ある．こ れ らの 平衡点の 安定

性は次の ヤ コ ビ行列 J の 固有値か ら判定で きる．

・ 一 陰
∂h／　 ∂h1

∂Ul　 ∂凸剿U1 ＝σ〔〕1

u2 ＝ 　 Uo2

一 ［
1−li
霧

崛

1．菰制
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〔14）

すなわち，J の すべ て の 固有値 の 実部 が 負で あ れ ば平

衡点 は 漸近安定，固有値の
一．・

つ で も実部 が 正 で あれ ば

平衡点は 不安定である．また，固有値 の
一
つ が （実部）

零 と な る とき分岐が起 こ る．

　式 （14）に式 （13a），（13b）の各平衡点を代入 して 固

有値 を計算す る こ と に よ り逆相解 に対応 した平衡点，

式 （13a ）の 安定条件は 1 − 2G ／E ＜ O，同相解 に 対応

した平衡点，式 （13b）の安定条件は 1 − 2FIH 〈 o

と な る．更 に同相解に対応 した平衡点，式 （13b）は

1 −　2F ／H ＝0 で ス
ーパ ー

クリテ ィ カル な熊手型分岐

を起 こ し不安定化 し，二 重 モ ード解に対応 した 安定な

平衡点 ， 式 （13c）が発生する．ま た，逆相解に対応 し

た平衡点 ， 式 （13a ）は 1 − 2σ／E ＝0 で サブ ク リテ ィ

カ ル な熊手型分 岐を起 こ し不安定化 し， 式 （13c）で与

えられる二 重 モ
ー

ド解に対応 した不安定な平衡点が 発

生 す る，以上 の 具体例 に つ い て は 4。3 で述べ る．

4． 平衡点の 計算

　以上 よ り，二 つ の van 　der　Pol発振器を式 （4）の よ

うに 非線形結 合 した 系 が 弱非線 形 の 場合 の 平衡点の

特徴 とそれ らが安定に存在する範囲 を具体的 に示 す．

具体的な計算手順は次の ようになる．まず，パ ラ メ
ー

タ 7 ，ω 2／ω 1 を定め，B の 固有値 Ω釜と Ω蹇を数値的

に求め る ．更 に対応す る単位 長に 正 規化さ れ た 固有 ベ

ク トル p1 と p2 を 求 め る．こ れらをもとに式 （8b）の

AVID
， 更に 式 （11b ）の Eiw ・H を求め ，式 （／3）の

各解を定 め，式 （14）よ りそ の安定性 を判別する ．

　本論文の 計算結果 で は ，非線形性 の 強 さを表す ε は

0．1，ω 2／ω 1 の値 を 0．01 か ら 100 まで 変化させ 同期特

性 を調 べ て い る 、また，次の よ うな線形結合を考え ，

非線形結合の場合と 比較 して い る．

X・ ＋ （1＋ ッ）Xi ＋ crx2 − ・（1
−

・ 呈）th、

m ・＋ ・    ・＋ （・＋の （
W2W1

）
2

… ・（聯 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （15）

　4．1　同相解 の 場合

　まず最初 に 同相解 に つ い て の 計算結果 を示す．同相

解は粘菌 との 関係に お い て 最 も重要 で ， 実際 ε があ る

程度以 上 に大 きくな る と逆相解 は不安定化 し，同期す

る場合に は必ず同相解 と な る ．図 1 は様 々 な結合係

数 7 にお い て ，横 軸 を log10　（W2 ／ω 1），縦軸を y 領域

で の 定常振幅 ρ2 （・＝　Po2）で 描 い た もの で あ る．すなわ

ち，それぞれの 曲線の 端が 同期の 限界 点を表 して い る．

こ の シ ス テ ム で は ，結合係数 7 が大きくな る ほ ど同期

範囲は広 くな る

1
．図 1 に表記 され て い る

“Practical

Region ”
は O．12 ≦ ω 2 ／cvl ≦ 9．14 で

，
こ れ よ り外 の

範囲 で は 同期 し た と きの 二 つ の 発振 器の振幅の 比 が

100倍以上 に な り，現実的で は な くな る の で 省略 した．
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図 1　非線形結合 の 場 合の ，様 々 な結合係ta　−f にお ける 同

　 　 相 同期 解の 同期特性

Fig ．1　Svnchronization　 eharacteristics 　 Qf 　the　 same −

　 　 　 phase 　s・luti。n 　f・r　 vari ・ u ＄ v 乱lues　Df 　c 。 1・pling

　 　 　 factor　rr　for　IIQIIIinear 　Coul 〕li【19 ＿

図 2 に 示 され る よ うに 二 つ の発振器の 角周波数 の 比

ω 2／ω 1 が 1か ら離れ て い る と，低 い 角周波数をもつ 発

振器 の 振 幅 は 抑圧 され る．ま た，同期時の 同相解 の 角

周波数 Ω 2 を図 3 に示す．角周波数 Ω2 は ω 2／Wl よ

　 o
　 　 −2　　　−1、5　　　−1　　　−0幽5　　　　0　　　　05 　　　　1　　　　1r5　　　　諺

　　　　　　　　　 legie（〔鯤畑 1）

　　　　　　　　　 〔b）w2

図 2　非線形結合の 場合 の ，様々 な結合係数 ／
’
に おけ る同

　 　 相 同期解 の 振幅特性

Fig，2　Ampli七ude 　 char ．zcteristics 　 of 　the　 same −
phase

　 　 　 sol11 七ion　for　various 　values 　of 　l 　for　nonlinear

　 　 　 coupling ．

りも大 きい ．例 えば ty ＝ 5．O
，
ω 2／ω 1

＝ 5．0 の場合 に

は
，

Ω2 ＝ 12．41 と な る ，同期 曲線 上 の い くつ か の ポ

イ ン トに つ い て コ ン ピュ
ータ シ ミ ュ レーシ ョ ン と照合

した結果 ，
い ずれ もよ く

一
致 した．一

例 として 図 4 に

ε ＝O，1穿 ＝5．0
，
ω 2／ω ユ

； 5．0 の 場合 の 式 （4）の コ ン

ピュ
ータ シ ミ ュ レ

ーシ ョ ン の 結果 を示す，こ れ よ り tt　l

の 振幅は 0．010，：L
’
2 の振幅は 0．325，角円波数 Ω2 は

12．417 となり，対応す る平均化法の 結果 は Xl の 振幅

は 0．011， ．x2 の振幅は 〔〕．326，角周波数 Ω2 は 12．418

となり，両者 は よ く
一

致 して い る
（ 2、．

　と こ ろ で
， 図 ユ（c）か ら結合係tu　ryの 値が 2．4 と 2．5

の 問で急激に同期範囲が広が っ て い る こ とが確認 で き

（注 2）： 7 ＝0．1 の 場合は ε ≡0．1 では （注 1）で述 べ た理 由によ り岡

期 ［，R界｛・J近で 同相同期 か ら多少位 相誤差 が 発生 す る が e ＝0．O ⊥ とすれ

ば ほ と ん ど位相 誤差 は 発牛 しない ．逆相同期解 に つ い て も同様 の こ とが

起 こ る．
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図 4　非線形結 合の場 合の ，同相同期の コ ン ピ ュ ータ シ ミ ュ

　　　レ
』

シ ョ ン （ε ▽o」 、7 ＝5．o，w2 ／w1 ＝5．o，初 期

　　 イ直（M1 （0），th1（0），＝ 2 （0＞，th2（0））＝ （2，0，2，0）｝
Fig ・4　Computer 　s玉mulation 　for　the　same −

phase 　sYI1 −

　　　 chronization 　for　nonlinear 　couP ］ing　（ε　　＝

　 　 　 0・1，T ＝ 5・0，ω 21 ω 1 ＝5．0，　 initiat　 cQnditi ・ n ：

　　　 （m ・（0）商 （0），z ・ （0＞，th2（0））＝（2，0，
2，0））．

る．以下 ，
こ の 理由 に つ い て 明らか にする．図 5 は非線

形結合時の 同相解 （逆相解）の 分岐集合1 − 2F ／H ＝0

（1 − 2G ／E ＝ 0＞を 7 対 ω 2／ω 1 平面
1注 3 ）

に 描 い た も

の で あ る ．各曲線の右側 また は 上側 の 領域が安定領域

で ある ．特に 同相解 の 分岐集合 は ω 2！ω 1
−→ 0 の と き

ツ
ー
→ 1＋ th とな る （付録 2．）．したが っ て ω 1 と ω 2

の 角周波数が無限 に離れ て い て も or＞ ユ＋　de÷ 2．414

で あれば同相同期が達成 され る こ とに な り上 の 事実 が

理論的 に裏づ けられ る．

　次に 比 較 の た め
， 式 （15）の線形結合の場合の 同相

解 の 同期範囲に つ い て 述べ る．図 6 は 式 （15）の よ う

に線形結合 した と きに 平均化法に よ り求め ら れ た 同期

　 　 O
　　　e 　　　 t　　　 21 ＋   　3　　　 4 　　　 s
　　　　　　　　　　　　　　　　　 ●
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Y

　　図 5　非線 形結合 時の 同相解 と逆相 解の 分岐曲線

Fig．5　Bifurcation 　curves 　of 　tlle　sarne −phase 　and 　the

　　　 revel
’
se −phase 　solutions 　for　nc ）nlinear 　coupling ．

表 1　線形結合 と非線形結合 の 場合の 同相解及 び逆 相解 の

　　 結合係ta　or と同期 範囲の 関係

Tab 夏e　l　Variation　ofsyllchronization 　range 　fQr　linear

　　　　 and 　nonlluea ・ c。upling 　case ．

　　　　　　 （a ）Same −phase 　solution

傷／帖

γ Nb四1加翩 ℃ oup1洫9L 洫蹤 CoロP恤 9

0．10 ．94 “ LO7 α95 “ LO6

1．0056 ・｛ 1．800 ．76 》 ・ L32

2，30 ．夏3 − 7．830 ．70 》 ・L44

5．0 歟 鷲 h級 騨 a敏 伽 貫

0．01 晒 100 α66 》 ・ L52

（b）Revcrse −phase 　solution

傷／傷
γ N α曲 ear　Coμ画 gL 血開 rCo 叩1加9

0．夏 0．95 》 ・ 1．06094 − 1．07

LO0 ．76 − 1．32056 》 ら 1．80

2．30 ．70 ・《 1．440 ユ3 》・ 7．83
5．00 ．66 − 1．52

瓢 』瓢 血 且 畔 a箆 r吐凱

0．01 》 ・ 100

特性を示す．具体的に は，式 （／1b＞の E
’
，　 F ，　 G ，　 H

の A

／ を零 にし，式 （8b）の 1・を変化させ る こ と に よ り

求め る．線形結合の 場合 に は，表 1 に見 られ る よ うに

0．1 ≦ 7 ≦ 5 に お い て非線形結合の 場合 と比 べ て 同期

範囲が か な り狭 い こ とが分かる．

〔注 3〕：0 ≦ w2 ／ω 1 ≦ 1 と して
一

般性 を失 わ な い ．
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　 　 Fig．7 　Synchronized　characteristics 　o 「 the 　 reversc −
phase 　 solution 　for　ric ，nlinear

　 　 　 　 　 coupling ．

　4．2　逆相解 の 場合

　次 に逆 相解 に つ い て の 計算結果を示す．逆相解 は ε

を大 きくする と不安定化 し，粘菌結合系 の ダ イ ナ ミ ッ

ク ス との 関連性 は薄い が
， 方程式 （3）が もつ

一
つ の ダ

イ ナ ミ ッ ク ス とい う意味で 述べ る，図 7 に 非線形結合

を した ときの ，図 8 に線形結合 を した と きの 逆相解の

同期範囲 と 同期特性を示す．同相解の場合 の 特性 とは

対称的に，非線形結合の 場合 に逆相解 の 同期 範囲 は狭

く，線形結合 の 場合には広い ．表 ］ よ り非線形結合の

場合 の 同相解 （逆相解）の 同期範囲 と線形結合の場合

の 逆相解 （同相解）の 同期範囲は
一
致 して い る．こ れ

はそれぞれ の 解の ヤ コ ビ行列 の 固有値 の 鬨係 か ら
一

般

的 に 証明す る こ とが で きる が ，紙面 の 都合上 こ こ で は

省略 す る．図 7 （c）よ り二 つ の 発振器 の 角周波 数 の 比

ω 2／ω 1 が 1 か ら離れ て い る と，低い 角周波数を もつ 発

振器 の 振 幅 は 抑 圧 さ れ る こ と が 分 か る が ，同 相解 の 計

算結果と比較す る と，そ の 抑圧 の 度合 は さほ ど大 きく

な い ．また
， 図 7 （b），図 8 （b）よ り，逆相に同期 した
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図 8　線形結合 の 場 合の ，様々 な結合係数 7 にお け る逆相

　 　 同期特性

Fig．8　Synchronization 　 chara 〔二t，erist ，ics　of 　reverse −

　　　 phase 　solutien 　for　Iinear　couplin9 ．

ときの 角周 波数 Ω 1 は結合係数 7 の 値にあま り依存 し

な い ．非線形結合 の 場 合，逆相解の 同期範囲は 図 5 よ

り，：
J ÷ 4．65 の ときω 2／ω 1 ＝ O．66 （更 に “t÷ lll．85

の と き ω 2／Wl ＝ 0．62）と な り漸近値が存在する よ う

で あ る ．すな わ ち，同相解 の ように   の 増大 とともに

極端に 同期範囲 が 増大す る傾 向は 現 れ な い ．

　 4．3 　二 重 モ
ー

ド解 の 場合

　最後に二 重モ
ー

ド解に つ い て の 計算結果を示す．図 9

は 非線形 結合 した ときの ，様 々 な結合係数 7 に お け

る，横軸を 10910 ＠2／ω ユ），縦軸 を y 領域 で の 定常振

幅 ρ1（＝ρOI ）と ρ2（＝
ρ02 ）として特性を描 い た もの で

あ る ．二 重 モ
ー

ド解が安定 に存在す る範囲 は，同相解

が安定に存在 しない 範囲 となる．すなわち，同相 同期

が 不安定 と な る 場合 に は，二 重 モ
ー

ド解が観測 され る．

した が っ て ，安定な同相解がすべ て の LV21Wl に対 して

存在 して い る 守 ≧ 1 ＋ 而 で は，二 重 モ
ー

ド解は存在

しない ．また，線形結合 の 場合 に は 逆相 解 が不安定と

ど　 t

o．5

　 　 9

　 　 −2　　−1．5　　−1　　 −a5 　　　0　　 0蕊 　　　f　　 1．5　　 2

　　　　　　　　　 bg1
【聖（  2！01 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 （b）ρ2

図 9　非線形結合の 場 合 の ，様 々 な 結 合 係 tw　｝・に お け る二

　 　 重 モ
ー

ド解 の 振 幅特性

Fig．9　Alnpliしude 　charactcristics 　of 　pl　 and ρ20f 　the

　 　 　 double−mode 　 solutioll 　 for　 various 　 values 　 Qf

　　　 coupling 　factor 下 fov　nonlinear 　coupling ．

な る領域で ＝重モ
ー

ド解が安定に存在す る．

　非線形結合 の 場合の 二 重 モ
ード解 の 特性 は 3 ．1 で

述べ た 同相解 ， 逆相解 の 熊手型分岐 よ り説明され，式

（ユ3a）
〜
（13c）など よ り各平衡点とそ の 安定性 を具体的

に求める と，例 えば 7 ＝／．0 の場合，図 10 の よ うに

な る ．7 ≠ 1 の 場合 も ッ ＜ 1 ＋ 轟 で は定性的に は

同様 の 特性が得 られ る．7 ≧ 1 ＋ 面 で は
， 同相解 の

熊手型分岐点が 無限遠 に移動す る ため 二 重 モ ード解は

現れ ない ．図 10 よ り確かに同相解の分岐点で はス ー

パ ー
クリテ ィ カ ル な，また逆相解の 分岐点で は サ ブ ク

リ テ ィ カ ル な熊手型分 岐が起 こ っ て い る こ とが確認 さ

れる
〔注 4）．

〔注 4）；図 10 （b）の D ，5 と表示 され て い る 部分 は ，不 安定 な1司相 解

（S ）と安定 な二 重モ
ー

ド解 〔D ）が ほ ぼ重 なって い る ．また ，UOI ，　 Vo2

で な く ρOl ，　 po2 を用 い たの は負の 部分 も表示 す る ためで あ る．
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図 1   　非 線形結合 の 場合 の
ッ
ニ 1．0 に おけ る 各解 とその

　 　 　安 定 匪 （S ；同相解，R ：逆相解，　 D ：二 重モ
ー

ド

　　　解，実線 ：安定 解，点線 ：不 安定解）

Fig．10　Each　 solution 　 and 　its　 stability 　for　Cr ＝　1．O
　 　 　 for　 non ！inear　 coupling ．〔S ： same −phase 　 so −

　 　 　 lutk 〕n 　 R ： rcversc −phus．e 　 s．olut ，ion　 D ： dc）ublo −
　 　 　 mode 　solution 　Solid　curves ：　 stable 　so ］ution

　　　 Doted 　curves ； unstable 　so ｝ution ）．

　4 ．4　線形結合項と非線形結合項の役割

　式 （4）に お い て 線形結合項 と非線形結 合項 を分 け

て ，どちらの 項が 同期範囲 によ り強 い 影響 を与えて い

る か を考察する．式 （5b）に お い て行列 B の 中の ・・
X を

tVz

。 （線形結合項），関数　g1（x ，勾，g2（＝，th）の 中の crを
’
tnl。（非線形結合項）と置き直 し，平均法に よ る解析

を行 うと，例え ば同相解 の 場合，同期特性は 図 11 の

よ うにな る．こ こ に お い て ，縦軸は 同期限界 に おけ る

ω 21 ω 1 （≦ 1）を表す．図 11 （b）よ り erl

、 を固定 し 7nt。

を 0 から次第 に大 きくして い っ た と き，ω 21ω 1 は小 さ

くな り，rynlc＝ 1 ＋ 西 付近 で 急激 に零 に 近づ く．こ

れ は 図 1（c ）に お い て 7 ＝ 2．5 とな る と同相解の 同期

範囲が無 限大 と なる こ と と 同 じ こ と を意味す る ．ま

た ornl。 が
一
定の 各曲線をみ る と ryc

。 が大 きくな っ て も

ゴ
ざ

ω

18

β

420
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D．6
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Ynlc
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　　 　　　　 （b）”tl。　versus ω 2／ω 1

図 11　非線形結合時に 結合係数 を 一
rl。（線形結合項 ）と

　　 　7
’
nt 。〔非 線形結 含項 ） に分割 した場 含 の 同 相解 の

　 　 　 同期範 囲

Fig ．／1　 Synchronizati ⊂m 　 rangc 　Qf 　thc 　 samc −phasc 　 so −

　　 　 lut・iロ n 　 when   　is　 divided 　 into 鋭 c 　（重inear

　　 　 coupling 　term ）and 　Ornlc （nonlinear 　coupling

　 　 　 Leun ）for　nonlinea 「 couPling 　case ’

w2 ／ω 1 は ほ と ん ど減少 しな い ．以 上 の 結果 よ り， 線形

結合の役割は振動子の 内部ダ イ ナ ミ ッ ク ス を変えない

よ うな方 法で の 同期 の 実現 に 寄与 して お り，71。 が小

さ い と こ ろ を除き，orlf，を大 きくし て もあま り同期範

囲 は 広が らな い ．一
方，非線形結合 の 役割は振動子 の

内部 ダイナ ミ ッ クス を変える よ うな方法で の 同期 の 実

現に寄与 して お り，ornl。 を大 きくす る とかな り同期範

囲 は 拡大す る．特 に “
！nt 。 ＞ 1 ＋　V2 と な る と無限大 と

な る こ とが分か る．

5． む　す　び

　二 つ の van 　der　Pol発振器を非線形結合させ た系に

対 して ，弱非線形系を仮定 して 平均化法 に よ り解析 し，

同相解 ， 逆相 解 の 同期 特性及 び 二 重 モ
ード解 の 特性

が解析的 に求め られ る こ とを明 らか に した．また，式

（15）に示す線形結合 を 仮定 し，非線形結合 の 場合 と対

比 して，各解の 同期特性を比較 した．非線形結合の場
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合，同相解は非常に 広 い 同期範囲を示す．特 に，結合

係 数 ッ の 値が 1 ＋ 而 以 上 と な る と 同期範 囲が 無 限大

とな る ．同期 した際，自然角周波数が 低い 発振器の振

幅が大 きく抑圧 さ れ る こ とや ，同期 した ときの 角周波

数が各 々 の 発振器の 角周波数 と異な る高 い 値 を示す な

どの 特徴が得 られた、また，同相解 の 場合 の 特性 と は

対 照的に，線形結合 の と きに逆相解は 非常に広 い 同期

範囲を示 した ．

　
一
般に非線形結合系に お い て は，同相に同期が とれ

た場合，Xl ，x2 の 振幅は無結合時 に 比 べ て 小 さくなる ．

こ れ は細胞生物学 の 立場 か ら見て合理的な結果 で ある ．

すな わ ち，多数が リズ ム を合わ せ ら れ る （同期する）

とい うこ とは T 受け る負荷を皆で 分散で きる こ とを意

味 し，こ の た め それぞれ の 振幅は小 さ くな る．こ の 際 ，

低 い 振動数の もの の 貢献度は
， 高い 振動数の もの の 貢

献度よ り低 い た め振幅が 小 さ くな る．

　こ れ らの平均化法 の 計算結果は，こ の 系を コ ン ピュ
ー

タ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で 解 い た もの と
， 数値積分法の 計

算誤差が出る同期 の 限界付近 を除 い て は 十分 よ く合致

し，充分 な 精度をもつ こ と も確か め ら れ た ．今後の 課

題 として ，非線形結合 が同相解の 同期範囲 を格段に広

げる メ カ ニ ズム の 解明，同 じシ ス テ ム で多数の 発振器

結合系を解析する，こ の結合系の 具体的な回路の 実装，

更 に は 粘菌 の 実際 の ダイ ナ ミ ッ ク ス と の 対比 な どが 挙

げ られ る．

　謝辞　本研究 を進め る に あた り有意義な議論，コ メ

ン トを頂 い た長野正道教授 （立命館大学）に感謝致 し
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付 録

　1 ．平均化方程式 （11a ）の導出

　式 （7）， （8）よ りゐ（y 、Y）4 ＝ 1
，
2 は 以 ドの よ うに

な る．

ノ、（y ，y ）＝蛮
一q・i191 （y ，

　y）− qu92 （y ，Y）
　 　 　 　 　 　 　 　 2 ’　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　 ＝
！）i

− Ei．　tJ　et　tJ1 − 2Fty1　91　y2 − G 短 192

　　　　　− ll｛ン鈎2
− 2吻 1脚 雪2

− Jl孟蛮

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A ・1）

こ こ にお い て ，E 、
・・Ji は AmD

，Pij，q晒 7 の 関数 で

あ る が ，紙面 の 都合 L，必要な もの の み 木文式 （11b ）

に記す．式 （llb）で は，以下 の 計算にお い て E1 ≡ E ，

σ／ ≡ P’
，
H2 ≡ （7

，
」2 ≡ H と して い る．

　式 （10）の ρ1，p2は 上 式 か ら 以 下 の よ うに 展 開 さ れ

る （砺 ≡ Ω it ＋ θの，

ρF 霑｛・・Ω・〈…
2
ψ1＞

　　− E ，ρ萱．9 ，〈sin2 ψlcos2 ψ1＞

　　 − 2FlpZρ2S21 〈sin ψ1cos2 ψ1sin ψ2 ＞

　　
− G 、ρ、ρ1Ω 、〈…

2
ψ、・in2ψ，〉

　　 − H 、ρ1ρ，Ω、 〈・il・
2
ψ、c ・・ψ、c ・・ψ、〉

　　 − 211ρ1ρ鬘Ω 2 〈sin ψ1sin ψ2cos ψ1　cos ψ2 ＞

　　 一J、ρ塁Ω、〈・in2ψ、 c・・ψ、c ・・ψ、〉｝

P・
一孟｛・・Ω・ 〈

　　　 2　、
COS 　k

．
丿2 〉

　　 − E 、ρ？Ω、〈・in2ψ、c・・ψ、c・sψ、〉

（A ・2a）

一F2ρ呈ρ2 Ω 1〈sinψ1cos ψlsin ψ2cos ψ2＞

− G2 ρ1ρ耋Ω 1 （cos ψ1sin2 ψ2cos ψ2＞

　 　 　 　　　 　　　 　　 2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　− H2ρ、ρ2 Ω 2 〈sin ψ・COS ψ2 ＞

− 1、ρ、ρZΩ，〈・inψ、・inψ，…

2
ψ，〉

− J2ρ1Ω 2 〈sill2ψ2cos2 ψ2 ＞｝　　　　 （A ・2b）

　こ こ に お い て ，〈・〉は括弧内の 時間関数の 無限時間

に わた る平均 を示す．紙面 の都合 ヒ，傷 ，
i＝ 1

，
2 に つ

い ての 計算は省略するが ， 同様に計算される．
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論文／ 非線形結合 され た 二 つ の van 　der 　Pol 発振器 の 平 均 化 法 に よ る同 期 特性 の 解析

　式 （A ・2a）， （A ・2b）に 現 れ る 各項 の 時 間 平 均 は ，

Ω2 ＞ Ω 1 ＞ 0 の 前提条件を考慮する と Ω 2 ／Ω 1 ≠ 3 の

条件が あ れ ば 〈cos2 ψi＞＝ 1／2， （sin2 ψ、co82 ψ、〉＝ 1／8 ，

〈cos2 ψ1sin2 ψ2＞＝〈sin2 ψ1cos2 ψ2＞＝ 1／4 とな り，そ

の 他の 項 はすべ て 零 と な る の で ，式 （11a ）の よ うに

戸1 ，
0i

，p2，
02が計算で きる．

　2． 角周波数比が無限大の 場 合 の 同相解 に対応す る

　　　平衡点 の 分岐値 ry

　図 5 に お い て 二 つ の 発振 器 の 角周波数が無 限 に離

れ て い る ω 2／ω 1
＝0 の場合を仮定する と，式 （7b）の

長さ 1 に 止規化され た固有 ベ ク トル P とそ の 逆行列

P
− 1

は そ れ ぞ れ以下 の ように書ける，

P − ［
Pll　 P12

P21　 P22］一［
一
守

272 十 2ツ 十 1

　 1十 72

广
丁
2

十 2厂γ
一
ト 11 ］

遠藤　哲郎　　（正員　フ ェ ロ ー）

P
−

・
一 ［擁 ］一 「1

272 十 20r十 ／

1 十 ツ

1 十 7 ］
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工
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同講 師，助教授 を経 て，1992 明大 ・理 工 ・

冠子 通信教授．こ の 間，発振 器，PLL ，カ

オス な どの非 線形振動の 研究 に従事，1986

か ら 1989 まで 本会非線形問題研究会幹事，
1990 か ら 1994 まで 本 会基礎 境 界 グ ル ー一

プ 論 文 誌 編 集委 員 ．
1996 本 会非線 形 問 題 研究 会副委員長．／997 同委 員長．1995

か ら 1997 まで，IEEE 　Circuits＆ Systems 誌 ア ソ シ エ イ ト

エ デ ィ タ，2006 か ら本会基礎境界ソ サ イエ テ ィ副会長 （非線形

理 論 とそ の応 用 ）．IEEE ，電気 学会各会員．
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学電 気通信 学部 電子 工 学科助教授．通信 シ
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（A ・3）

　式 （13b ），（14）よ り同相解の 分岐条件 は 1− 2F ／H ＝

0 で あ る の で
， 式 （11b ）で 定義 した F

，
　 ffに 上 式 （A ・3）

の 各要素を代入す る と，次の ような結合係ik　tyに関す

る 二 次 方程式 が 書 け る ．

1・
2 − 27 − 1 ＝0 （A ・4）

よ っ て
， ty＞ 0 の 条件 を 考慮す る と図 5 に お い て 同相

解の 分岐曲線が ω 21 ω 1 ＝ 0 の 場合の結合係tlt　orの値

は 1 ＋ 〉
「2 で あ る．

　　　　　　 （平成 IS 年 5 月 S 日受付，　 S 月 10 日再受付，
　　　　　　　　　　　　　　　　10 月 2 日最終原稿受付 ）
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　2001 明大 ・理 工 ・電子 通信 卒．2005 同

大大学 院現工 学研 究科 電気修士課程 ∫．現

在，同大 大学院理 工 学研 究科博士 後期 課 程

在学中．主 と して非線形振動，同期現象に

関す る研 究 に 従事．
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