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　あらまし　パ ン ル ベ テ ス トに 代表 さ れ る特異点解析は ， 微分方程式 の 複素平面上 に お ける 動 く特異点 の 周 りで

の
一

般解 の 局所的展開 に より， 系の 積分可能 性， 不可能性 ， 更 に カ オ ス との 関係を解析す る手法 と し て 再発見 さ

れ ， 近 年．盛 ん に研究が な さ れ て き た．本論文で は ， そ の ダ イ ナ ミ ッ ク ス の解析手法 が 期待 さ れ る非対称結合 で

密結合の 神経回 路網 モ デル に，特異点解析を適用す る問題 に つ い て検討 を行い
， 系 が 積分可能あ る い は 積分不 可

能 とな る た め の 結合 パ ラ メ
ー

タ に 関す る 条件 を考察 す る．系 の 積分 可 能性 の あ る十分条件 が 得 ら れ る．更 に 特異

点解析 を実行 す る際 ， 従来問題 で あっ た 計算上 の 困難 を精 度保 証 付 き数 値 計算 に よ り回 避 し，所与の 結合 パ ラ メ

ータ に 対 し ， 系 の 積分不 可 能性 の 数値的厳密検証 も可能 と な る ．こ れ らの 解析の 応 用 と して ， そ の も とで 解が 規

則的あ る い は 不規則 的 振 動 を呈 す る結合パ ラ メ ータ の 設定 を行 うこ と が 可能とな り，
こ れ を数値実験 に よ り検証

す る ，

　キーワ
ー

ド　特異点解析 （パ ン ル ベ テ ス ト）， 高次元力学系 ， 非対称結合神経 回路網 モ デ ル ，精度保証付 き （自己

検 証 的 ）数 イ直計算

1．　 ま え が き

　複数の 要素 が互 い に 密 に 結合さ れ，そ れ ら の 間に ，

あ る非線形相互作用が働 き ， 自律的に 時間発展す る系

は
，

さ ま ざ ま な 分野 に 現れ る．非線形 回路，あ る ク ラ

ス の ニ ュ
ーラ ル 系 ， 古典力学 の 多体問題な ど は ， そ の

よ く知 られた例で ある．こ れ らは い ずれ も多数 の パ ラ

メータ を も ち ， そ れ ら に対応 して 多様 なダイナ ミ ッ ク

ス を 内包す る． こ の ような複雑な系を理解 し応 用す る

た め に，そ の ダイ ナ ミ ッ ク ス が方 程式 の パ ラ メータ に

い か に依存す るか を明 らか に す る こ と は基本的で 重要

な問題 の
一つ で あ る．そ の 際 ， 系の 平衡点 お よ び そ の

安定性に 関し て は ， 有限次元 方程式の 問題に帰着さ れ
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る．一
方 ，平衡点 か ら離れ た 大域的な ダ イ ナ ミ ッ ク ス

は ， 多様か つ 複雑で あり， そ の解析は容易 で な い ．多

くの 場合 ， 数値実験 に 頼 らざる を得な い 現状で あり，

特 に 上記の ような多 くの パ ラ メ ー
タ をもつ 系 に 対 して

は，その パ ラ メ ータ の 任意性 の ため に ， 相 当の 試行錯

誤が 必要 と な る．と こ ろ が
，

一
般 に 複素時間平面上 に

動 く特異点 をもつ タイプ の 非線形微分方程式 は特異点

解析 と呼ばれ る 手法 に よ り， 特異点の 周 りの 局所的な

解の性質の様子 と積分可能性ある い はカオ ス とい っ た

解の 大域 的な挙動 を関係づ け る こ とが 可能 で ある こ と

が知 られ て い る
（i｝．こ の 手法は前世紀の パ ン ル ベ や コ

ワ レ フ ス カ ヤ の 仕事 に 始 ま り， 3．お よ び付録 で 説 明す

る ように ， 現在 こ の手法はパ ン ル ベ テ ス トあるい は吉

田 の 定理   と して 復活 して い る．こ の 手法 は有限回 の

代数的操作で 計算が実行され る利点 を もち ， 数式 処理

に よ る実現が な さ れ て い る   ．本論文で は特異点解析

を用 い て ， そ の ダイナ ミ ッ ク ス に 興味が もたれ る非対
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称結合 か つ 密結合の ニ ュ
ーU ダ イ ナ ミ ッ ク ス

ω
に つ

い て解析 を行 う．4．で はパ ン ル ベ テ ス トの適用を行 う．

そ の結果 ， ある結合 パ ラ メ ー
タ の 条件 の も とで 積分可

能な ニ ュ
ーロ ダイ ナ ミ ッ ク ス の特定に 至 る． また

一
般

に
， 密に結合さ れ た場合に お い て は ，

パ ン ル ベ テ ス ト

に 通 る （系 の 積分可能 と予想され る）ため に は ， 系 の 結

合パ ラ メ ータ に 対 す る制約条件 の 数が 非常 に 多 くな
．
る

こ とが わ か る．従 っ て ， 積分可能性が 予想 さ れ る場合

は 非常 に 限られ る こ と がわ か る．そ こ で 5．で は逆に ，

密に結合 さ れた系の積分不可能性 を吉田 の定理 を適用

し て検証す る．そ の過程 に お い て
， 従来問題 で あ っ た

特異点解析の 実行上 の 困難   が 生 じ る が ，こ れ を精度

保証付き数値計算（9 ，・CI°）に よ り回避 し ， 系の積分不可能

性の 数値的な厳密検証 が可能 とな る こ とを示 す．6．で

は ，
こ れ ら の 解析の 応用 と し て ， 非常 に広範な パ ラ メ

ー
タ空間 か ら ， その もとで 解 が規則的 あ る い は不規則

的振動 を 呈 す る結合パ ラ メ ータ の 設定 を行 う こ とが 可

能 となる こ とを数値実験 に よ り検証す る．

2． 問題の背景

　ニ ュ
ー

ロ ダイナ ミ ッ ク ス を解析す る 際 ， 次 の ような

モ デ ル が 用 い られ て きた
（3）．

　モ デ ル 1 ：拓 ＝一勧
十 Σ 偽 tanh ％5十 hi　　（1 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 τ　　ノ＝1

　 モ デル 2 ：島 一Σ】ai」
　tanh 　u 」　　　　　　 （2 ）

　 　 　 　 　 　 　 j≡1

但 し i＝＝　1，…，n ．式 （1 ＞， （2 ）に お い て ，
　 Ui は ニ ュ

ー

ロ ン の 内部電位，h， は静止 電位 ，
　 ai 」は 結合パ ラ メ

ー
タ

を表 して い る．従来の ホ ッ プ フ ィ
ー

ル ドモ デル で は 偽

一
侮 で あ り， 対称結合で あ っ たが ， 本論文で は必ず

．
し

も αウ
ー

偽 の 成立 しな い 非対称結合の ネ ッ トワーク を

取 り扱う．モ デ ル 1 は 内部電位 の 減衰項 を含み，内部

電位が無限大 に 発散す る こ と を防 い で い る．モ デ ル 1

は ダイナ ミ ッ ク ス を解析す る 目的か ら見 る と，系の 散

逸性 に起因する リ ミ ッ トサ イ ク ル の よ うな漸近的性質

を解析す る際， 有効で あろ う．一方 ，
モ デル 2 は式 （1）

に お け る減衰項 に お い て ， τ を無限大 と し た も の で あ

り， 内部電位 が無限大 に 発散 す る場合 を許す．そ の た

め ， 実際 の 回路 に 実装す る 際 に は 困難 と な ろ うが ，理

論的な取扱い を行 う際 ， し ば しば有効で あ る C3＞．こ こ で

の 我 々 の 目的 はニ ュ
ー

ロ ダイ ナ ミ ッ ク ス の 平衡点を離

れ た大域 的挙動，す な わ ち解の規則 ， 不規則振動 ， 第

1積分の存在 ， 非存在お よ び系の もつ 多数の パ ラ メ ー

タへ の依存 性 を明 らか に す る こ とで ある．そ の ため に

モ デ ル 2 を採用 し ， こ れ に 3．お よ び付録で説明す る特

異点解析 に よる解析を行 う．式 （2）に お い て 静止 電位

h，， 自己結合 aii の存在 は特異点解析の 際 に何 ら支障

をきた さな い が ， こ こ で は簡単 の ため に 存在 しな い 場

合を扱う．また ，
モ デル 1 で 記述 さ れ る リ ミ ッ トサ イ

ク ル 等の 漸近的性質 は モ デ ル 2 で 得 ら れ た 結果 を も と

に摂動論的に取 り扱 える可能性が あ り， 数値実験 に よ

り ，
モ デ ル 2で準周期解が存在す る と き， こ れが モ デ

ル 1 で ， 適 当な大 きさの 減衰項
一
（Ui！τ〉， お よ び 自己結

合 偽 tanh 脇 の 釣合 い の も と で 保存 さ れ る場合が 確

認 され て い る．

3． 特 異点解析

　
一

般に非線形常微分方程式

審一∫ω t∈ R 　 　 　 　 （・）

で ， f の 成分 fi　hS　x の 有理関数 で ある ク ラ ス の 方程式

を考 え ， 独立 変tw　t を複素変数 τ と し て

＄− f（x （・）） ・∈ c 　 　 　 （・）

を考え る ． こ の と き ， 式 （3 ）に お い て実時間 上 で は特

異点が存在 しな い 場 合で も， 式（4 ）は複素時間平面上

に動 く特異点（極，分岐点）をもち得る． こ れ ら の特異

点 の 周 り で ， （4 ）の 一般 解 は 局 所 的 に ロ
ー

ラ ン

（Laurent）展開，
　Puiseux 展開 ， ま た は 10g τ の 項を含

む 展開に よ り得 られ る
ω ．こ の ような複素平面上 で の

解の 動 く特異 点の 周 りで の 局所 的な解 の 展開 の 性質か

ら系の大域的な挙動 を解析す る方法 を総称 して 特異点

解析 と呼ぶ．本論文で は パ ン ル ベ テ ス ト
〔1｝，吉田 の 定

理
〔5）

に 基 づ く解析 を行 う．

4． 積分可能性の 十分条件

　系が どの ようなネ ッ トワ
ー

ク構造 ， 結合パ ラ メータ

の も とで 積分可能 あ る い は 積 分不可能 ， 更 に は カ オ ス

的 とな るか に 興味が あ る 〔4 ）．そ こ で まず積分可能 とな

る 条件 を考え る．系が積分可能 で あ る こ とがわ か れ ば ，

代数 的操作 と求積法 に よ っ て 方程式は解け て し ま い ，

系 は カ オ ス的で は あ り得な い こ とが言 え る．

　4，1　系の 対称性が低い場合

　素子数 2で 自己結合 を もた な い 場合 ，

一
般に 方程式

（2 ）は次の ような ハ ミル トニ ア ン を もつ 自由度 1の ハ

ミル トン 系で あ り， 積分可能で ある．

　H （u エ，u2 ）一α2ilog （cosh （ul））− ai210g （cosh （u2））

　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 （5 ）
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式 （2 ）は ， 変数変換

　Xi ＝tanh（Ui）　ゴ＝1，…，　n

に よ り，

　 　 　 　 　 　 　 n

　島 ；（1− x 斈〉Σ α勵
・ i＝1

，

…
，
n

　 　 　 　 　 　 J蓙1

と な る が ，

融 團 一「e．
　9］

（6 ）

（7 ）

（8）

で あ るとき ， Xi はだ 円関数 に よ り表示 され る こ とが示

さ れ て い る（s），一般 に 方程式（4 ）が 動 く特異点 と し て

極の みを もつ と き方程式 は Painleve性 を もつ と言 う

が ， 式 （7 ）は 解 Xi が動 く特異点 として 1位の極の み を

もつ 解析関数で あ り， Painleve性 を もつ ．方程式 （7 ）

は 1 階連立 非線形常微分方程 式 で あ る の で ， もし式

（7）が Painlev6性を もつ な らば ， 式 （7）の
一

般解は極

の 周 りで 十分 な数の 任意定数を もつ ロ ーラ ン 展開に よ

り

　　　　　　の
　 Ci（τ）ニτ

9 ゴ

Σ 砺 〆 　τ
＝t− to，　 i− 1

，
2　　　 （9 ）

　 　 　 　 　 」；0

と表現さ れ る こ とが 言 え る．し か し こ こで は ，
パ ン ル

ベ テ ス トの 実行 手順 の 説 明 の た め に ，条件 （8 ）の も と

で 方程式（7 ）に パ ン ル ベ テ ス トを適用す る．そ の 手続

き は次の よ うに 3段階か らな る．

匸step 　1］　 ド ミ ナ ン ト項 ai。τ
gi

（ロ ーラ ン 展開の 最下

位の 項）の決定 を行 う．

　式 （7 ）に

　x 、
＝

伽 τ
91

，
x 、

＝＝＝a ，。τ
92

　 　 　 　 　 　 （10）

を代入 して次 を得る．

　（91，92）＝（
− 1，0）， （伽 ，a2。）＝（1！α，1）， （

− 11α，− 1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

［step　2］　 レ ゾナ ン ス r （係数が 任意定数 と な る展開

項の 位置〉を決定す る．

　 Xi ＝aie τ
9s
十 air τ

9t＋ 「

　ガ＝1，2 　　　　　　　　　（12）

を 式 （7 ）に 代 入 し ，
τ の べ き順 に 展開係数を整理 す る．

air が任意性を もつ た め に は γ が 次を満 た す こ と が 必

要 で ある．

　（r
− 1十 2a ！ea20 α ）（r

− 2aieaeDα）＝（r 十 1）（r − 2）一一〇

　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 　　 （13）

故 に ，
r ＝− 1

，
2

［step 　3］　 レ ゾナ ン ス に お い て解の 展開が矛盾 をきた

さ な い こ と を確認す る．

　式（7 ）に，式（9）を代入す る こ と に よ り レ ゾナ ン ス

r ・＝2 に お い て ， 係数 a12 ，
　 a22 は 制約条件 ：

　3ai2十 aza ！α
＝：O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

の もとで 任意性を もつ こ とが わ か る．r ＝− 1 は初期時

刻 の 任意性を反映 し て い る．

　以上 の 結果，例えば （alo，　aoo）ニ（11α，1）に対 し Xl ，　x2

は そ れ ぞれ

　Xl （τ）一（1！α）τ
一1

＋ α 、2 τ
一
（α aS ＋ 3α i2a 、、

一
αa 、、

　　　　
一
トa 蹇212 α）1se十 …

　　　　　　　　　　　　　　（15）

　x2 （τ）＝1一トζz22τ
2
十（αa12 α22 十 a釜212 ）τ

4 −F・一　　　　（16）

の よ う に す べ て の 展 開係数 を下 か ら再帰的に 決定で

き ， か つ 十分な数の任意係数 α、2， a22 をもつ こ とがわ

か る．こ れ は x 、fx2 が 実 は だ 円関数 で 表 示 さ る と い う

事実を ロ
ーラ ン 展開 を通 し て 見て い る こ と に ほ か な ら

な い ．

　上 で説明 した手順 を素子数 3の 系に適用 す る と次を

得 る．

［step 　1］　 ド ミ ナ ン ト項 aiO τ
9t

の 決定

　 こ こ で は結果の み を述べ る．

case （1 ）：（91，92，93）一（O，− 1，− 1）

　　　　　（a 、。，a2 。，　 a3。）一（± 1，± 砺 、

1

，± α蕊
1

）

case （2 ）：（g ！，　g2，9s）＝（0，0，− 1）

　　　　　（alO，　a20，　a30）
一（± 1，± 1，（ablale ＋ CEb、α 2。）

−1

）

case （3 ）：（9、，9，，93＞一（O，　− 1，1）

　　　　　（α、。，
a2 。，

α 3。）＝ （± 1，（de、a 、。）
−1

，αe、a 、e）

（注）　 こ れ以 外に も ド ミ ナ ン トの オ
ー

ダ 9iが有理 数

に な る場合が ある．それ らの い くつ か に 対 して 十分な

数の任意定数 を含む Puiseux 展開が 可能で ある．

匚step 　2］　 レ ゾナ ン ス r の 決定

　 ［step　1］の 三 つ の 場含 それ ぞれ に 対 して ，

case （・）・（・ ＋峰 ＋ ・儲 ・ 嗇）｝一・

case （・ ）・（r ＋ ・）（r ＋ 諸 筆驚伽 ）

　　　　　　・（
　　　　 2a20a23
r 十
　　 偽 1α 10十 偽 2α 20）一・

case （・）・（・ ＋ ・）
z

（・ ＋
2
詩）＝一・

が成立 す る．

匚step 　3］　 レ ゾナ ン ス に お い て解 の 展開が 矛盾 を き た

さ な い こ と の 確認

　以下に 示 す仮定 の も と で ，case （1），（2 ），（3 ）に

対 し て 与え ら れ た 結合パ ラ メータ ai 」 に つ い て ， 解の

展開 は レ ゾナ ン ス で 矛盾 を きた さな い こ とが確認 され

る．

［仮定］　 方程式 （7）は従属変数の置換 に よ る対称性を

も た ず ， 解 の 展開は 上 で 行 っ た 展 開だ けを考 えれ ば十

分で あ る場合 を考え る．す な わ ち，
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　 　 図 2　 ニ ュ
ー

ラ ル 振 動子 の 相 互結 合

Fig．2　 Mutually　coupled 　neural 　 oscillators ．
0Xl

図 1case （1）で （α las　a13，　de1，（ts1）＝：（0．2，− 0．3，0．2，0．1）ひこ

　 　 お ける 周期 解

Fig．1　Periodic　 solution 　 of 　 case （1）with （a12，α 13，α21，．
　　 　 偽 1）≡（0．2，− 0．3，0．2，01）．

・a ・e （1）・・
一一

・（齧・ 舞）
は非負整 数 で 結合パ ラ メ ータ aij は α 12 ， 吻 ，α13，　a31 を

除き 0．

・ ase （・ ）・・
一一

。 、藷畿 伽
・

一
。 、農蠶 。、。

は非負整数で 結合パ ラ メ ータ ai 」 は a13t　a23
， α3、，

　ala2を

除 き 0．

ca ・e （・）・・ 一 一讐
は 非負整数で 結合パ ラ メ ー

タ 偽 は αi2， α2、 を除 き 0．．

こ の仮定の も とで ， 解の 展開は 上 で行 っ た 展 開だ け を

考 えれ ば十分 となる．こ の とき case （3）は 上記の η ＝

2 の 場合 に相当し積分可能 で あ る．case （1 ＞， （2 ）に 対

して独立 な二 つ の 第 1積分 が次 の よう に得 ら れ る．

case （1）：（1＋ x ・）
as ’

（1− x 、〉
−a3’

（1＋ x ，）
− a！1

（1− x 、）
α 2 ・

　　　　　（1− x ？）
一

α 21 α 3 艮

（1一雌）
α ’2as ’

（1一鱸）
α 2L α L3

case （2 ）：（1＋ x1）
“23

（1 − x 、）
−a2s

（1＋ x 、）
一

” ’s
（1− x 、）

a ・・

　　　　　　（1一オ）
α 31 α 23

（1一諺）
α L3 α 32

（1一飢ぎ）
一

α 13 α 23

すなわ ち ， case （1）， （2 ）， （3 ）と もに積分可能で あ

る．積分 可能 系 の ダイナ ミ ッ ク ス の
一

例 と し て ， case

（1 ）に お い て ， α 12
＝0．2，α 13

＝− 0．3，tlsll＝O．2，
　 ab1≡O．1

の場合の 軌道を 図 1 に 示 す ．こ の と き解は 任 意 の 初期

値 に 対 して 周期解 で ある こ とが言 え る．

（注） 存在す る第 1積分 を解 の 展 開か ら求 る 手続 き は

現在知 られ て お らず ， 直接 ， 方程式 （7 ）か ら求め ね ば

な ら な い ．後 の 例 3 で の 第 1積分 も同様 で あ り，
こ れ

らは比較的容易 に （7 ）か ら導出さ れ る．

　4．2 系が多 くの対称性 をもつ 場合

　上記 の よ う に レ ゾナ ン ス r に 現れ な い 結合パ ラ メ

ー
タ ai」 を 0 と す る仮定 の も と で は，系の ネ ッ トワ

ー

ク構造が ス パ ー
ス で

， 方程式 が 従属変数 の置換の も と

で 不 変 と な る対称性は低 く，解の 展 開 の パ タ
ー

ン は限

ら れ る．と こ ろ が ， 系が 多 くの 個数の結合 パ ラ メ ー
タ

aij≠ O を有す る密結合 の ネ ッ トワ
ー

ク に お い て 従属変

数の置換の もとで の 対称性 を多 く も つ 場合 に は状況 は

複雑に な る，こ の 場合，パ ン ル ベ テ ス トを行 うた め に

は可能 な ド ミ ナ ン ト項 ， す な わ ち 系 の もつ 対称性そ れ

ぞれ に 対 応す る ド ミナ ン ト項す べ て に対 して ， 解の 展

開を行わ なけれ ば な らな い ． こ の こ と は そ の 方程式が

パ ン ル ベ テ ス トに通 る た め に は ， レ ゾナ ン ス が非負整

数で あ る と い う要請 に よ る結合 パ ラ メ ータ 偽 に 課 さ

れ る条件の 数が多 くな る こ とを意味す る．従 っ て 一般

に 素子数 ， 対称性の数が増す に つ れ， こ れ らの 条件を

す べ て 満 たす結合パ ラ メ ータ ati の組 の数 （す なわ ち ，

積分可能 と予想 さ れ る系の 場 合の数）は 結合 パ ラ メ ー

タ 砺 の 作 る パ ラ メ
ー

タ空 間内で わずか な 部分を占め

るだ け とな る こ とが予想 さ れ る．こ の よ うな状況 は次

の 例 1， 2 に よ り示 さ れ る．

（例 1） 式 （7 ）に お い て 素子tw　n ＝4 で結合 パ ラ メ
ー

タ が 自己結合 aii ＝0 で
， α13

＝Clll4＝Clll1＝伽 ＝ 0 で あ る

場合 を考え る．特に ， （a12， 伽 ，
　as4

，
α 43）一（1，− 1，1，− 1）

で ある と き，こ れ は 4．1で 議論 し た 積分可能 な 振動子

を図 2 に 示す よう に相互 に結合 した系 を記述す る．

　存在 す る す べ て の ド ミナ ン ト項 伽 τ勉 ご対 応 す る オ

ーダ の 組 （g、，

…
，g4）は系 の 対称性を考慮 し て 次 の よ う

に 得 られ る．

　（g、，

…
， g4）＝← 1，0，　O，　O）， （0，− 1，0，0）， （0，

0
，

− 1
，
0）

　　　　　　 （0，
0

，
0

，

− 1），（
− 1，0，− 1，0）， （0，− 1，0，

　　　　　　 − 1）

（注） ある特別な結合 パ ラ メ ータ ai」 に 対 し て ，（g、，
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一
非対 称 結合神経 回路網 モ デ ル へ の 応 用

一

…，94）一（
1　 　 1　 　 1　 　 1
2，　 2 ，

　 2，　 2）が可fi旨な駘 が あ ・．

それ ぞれ の （91， …， g4）に対応する ド ミナ ン ト項 の係数

（α、。
，
a 、。

，
α，。 a 、。）は

（1）

（2 ）

（3 ）

（4 ）

（5）

（6 ）

（（αi。α 2。＋ 伽 α 4。）
−1

，
± 1

， 任意 ，
± 1）

（± 1，（α諺1α 、。＋ Cin3a3 。）
−1
，± 1，任意〉

（任意 ，
± 1， （Cla2a20＋ de4a40）

一
且

， ± 1）

（± 1， 任意 ，
± 1， （di 、a 、。＋ di3ase）

rl
）

（（αi、α，。＋ α、4a 、。）
−1

，
± 1，（偽 、α、、＋ α，4α、。）

− 1
，

± 1）

（± 1， a21alo ＋ aesa30 ）
−1

，
± 1， （ca1alo 十 ca3a30）

−1

）

で与 えられ ， 各々 の 場合 に つ い て レ ゾナ ン ス r の 満 た

す代 数方程式 は以下 の よ う に な る。

（・） ・（・ ＋ ・）←・
鰄 繻 1。、。））

　　 　　 　　　 　　 2cala40
・ （・ ＋

（・） 酬 ・）（・ ＋

α12α20 十 α 14a40

　　 　 2α i2alo

0
　

＝）

・（・ ＋

α 21alO 十 〇ll3a30

2a32a30 0
　

＝）

）

　　 　　 　　 　α21a10 十 a23a30

（・） ・ （・ ＋ ・）（・ ＋ 纛繊 仙 ．）
　　 　　 　　 　　 2αa3aoo

　 　 　 　 　 　 　 ab2a20 十 Clb4a40

（・） ・ （・ ＋ ・）（r ＋ 詬繊 。 。 ）

　　　・ （
　　　　 2CUb4a30
r 十
　　 calalO十 a43a3 。）＝・o

（・） （r ＋ ・）
・

（・ ＋
2a2’a2 °

・

・（・ ＋ 0
　

罵）

2a23a20

＋

ー
＋

γ

　

　

γ

（
　

　

（

×

　

X

　 α 12 α20 十 α14 α 40 　 Cla2a20十 CUti4a40

偽 、欝驪 
＋

醐 、藩撫 。）− o

）

（・） （・ ＋ ・）
・

（・r ＋
。 、α、．． 燃 ．

・
＿ ＋ 伽 伽 ）

　　　　　　　　誌驚 ，。、。

＋
伽 蘚畿伽 ）− o

こ の 場合 ， （1）か ら （4 ）に お い て すべ て の レ ゾナ ン ス

r が非負整数 （あ る い は
一1）な らば（5）， （6 ）に お け

る レ ゾナ ン ス も非負整数 に な る こ と が わ か る．す な わ

ち ，
パ ン ル ベ テ ス トに 通 るた め に は，結合 パ ラメ

ー
タ

砺 に （1 ）か ら （4 ）に お け る r が す べ て 非 負整 数（あ

る い は
一1）に な る条件が課 され る こ と に なる。多少 の

計算で ，これ ら を満足す る aiV の 組 は （α 14，α23，　Clll2，α 41）

ニ（1，

− 1， 1，

− 1＞に 限られ る こ とが 示 さ れ る． こ の

と き方程式 （7 ）は 実際 に 積分可能で あ る こ とが ，独立

な 3個の 積分の存在 に よ り 示 さ れ る．

（例 2 ） 式 （7 ）に お い て ， 素子数 n ＝4 で 結合パ ラ メ

ー
タが対角成分 を除 きす べ て 0 で な い 場 合を考 え る．

こ の とき ， ドミナ ン ト項の オ ーダの 組 （g 、，

…
， g4）とし

て 可能な もの は ，

　（91，

…
， g4）＝（− 1

，
0

，
0

，
0）お よびその 要素を並 べ 換 え

た もの ，

（
1 　 1 　 11
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2）・ ・び ・ ・ 要素 ・並噸 ・た ・

・ ・ （
1 　 111
2’ 2 ’ 2’2）・ ・ び そ の 螺 ・ 並 べ 換 ・ た

・・ 灘 （
1　 　 1　 　 1　 　 1
2’　 2 ’

　 2’　 2）で あ・ （あ・特別・

結合 パ ラ メ ー
タ に対 し， 上記の 展開が 不可能 とな る場

合が ある）．すなわ ち，最大 15通 りの 展開の 仕方が存

在 し ，
パ ン ル ベ テ ス ト（ある い は weak 一パ ン ル ベ テ ス

トω ）に通 る た め に は例 1 と同様 に ， 結合 パ ラ メ ータ

偽 が レ ゾナ ン ス が非負整数 とな る （ドミナ ン ト項 の オ

ーダが
一
音鱠 む駘 に ・ 弖の 整嬬 ・ な ・）鞠

条件 を満た さねばな らな い ． こ れ は非常に強 い 制約条

件 で あ ・ ・ 言 え よ う．ま・c　（・・，…，94）一（
−S．

一
寺

一t，

−t）・ 駘 weak
一パ ン ・レベ … の ［… p ・］，

［step 　2］に お い て
， 計算上 の 困難を きたす． こ の 困難

に つ い て は次章で 説明さ れ ， 精度保証付 き数値計算に

よ り部分的 に 解決 さ れ る．

（注） 例 2 は例 1 を式の 上で は特殊な場合 として含ん

で い る が ， 特異点解析 を行 う際に は ， 例 1 に お い て ，

例 2 に は存在 しな い 解の 展開の 仕方が存在 し， 別 に扱

わ れ ね ば な ら な い ．

　 それ で は
一

般の η 素子 の 系で ， ど の よ うな場合 に積

分可能 とな るだ ろ うか ，以上 の 議論 よ り， そ の 数 は そ

れ ほ ど多 くな い こ とが 予想され るが ， 現在わ か っ て い

「
るの は次 の 定 理 で あ る．

［定理］　 方程式 （2）に お ける結合 パ ラ メ ータ ai」の つ

くる行列の ラ ン ク が 2 な ら ば，系は積分可能．

（証 明 の 概略）　方 程式 （2 ）が 保存系 で ある こ と に よ

り， ヤ コ ビ の 最終乗式 は 1 で あ る．従 っ て，n
− 2 個の

独 立 な第 1積分が存在す れ ば系は積分可能 と な る が ，

こ れ らの n
− 2個 の 独 立 な第 1 積 分 は行 列 ［α司の ラ

ン ク が 2 で あ る こ と か ら ， 式 （2 ）ま た は 式 （7）よ り容

易 に構成さ れ ， 互 い に 独立 で あ る こ とがわ か る．□
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5． 積分不可能性の 検証 とその 応用

　4．の 議論か ら， 密に 結合さ れ 多 くの 対称性 を もつ 系

は ， ほ とん どの 結 合パ ラメータ 砺 に対 して積分不可

能 となる こ とが予想 され る．そ こ で ，
こ の ような場合

に ， 付録で 述べ る吉田 の 定理 を適用 し，系 の 積分不可

能性を検証す る．そ の た め に ， まず式 （7）を次の ス ケ

ー
リ ン グと極限操作 ：

　 t→ α
一lt

，　」θゴ
→ agtXi，　a−→ co 　　i＝1

，

…
　，

　n 　　　　（17）

に よ っ て ， 相似不変系（5）

　島
＝− x 夛Σ 偽 銑 　i＝1

，

…，n 　　　　　　 （18）
　 　 　 　 　 」＝1

に帰着す る．そ の 上 で ， 付録 L の ア ル ゴ リズ ム を 以下

の よう に 実行す る．まず ア ル ゴ リズ ム の （step 　1）に お

い て 9i− 112が成 立 し ，
こ の とき係tw　Ci は次 の 連 立代

数方程式

　 　 n

　 2CiΣ aijc」
＝1　ガ

， ノ≡1
，

…
，
　n 　　　　　 　 （19）

　 　 ’i1

に よ り定 め られ る．n ＝3で は Ci は 所与の ai」 に対して

閉 じた形 で 解 を求 める こ とが可能 で あるが ，

一
般 に 高

次 の n に対 し て は Ci を閉 じ た 形で 求め る こ と は 不 可

能で ある．更 に （step 　2）に お い て ，
　Kowalevski’s　expo ・

nents （KE ）r を定め る特性方程式は 次の よ う に与 え ら

れ る．

r ＋壱 ・ぞ砥 ・
…

2　　　　　　
°

02
−　a21　　　   　　　　

’”

2　　　　　　　　　　　 　　 2
c ηα nl　　

曾”
　　　 c ηcrnn＿1

c書α、 。

o払 。

　 　 1
「 ＋7

＝ o （20）

（step 　3）に お い て 系の 積分不可能性を判定す るた め に

式 （20）か ら r を求 め ， れ らが有理数 ， あ る い は無理数 ，

複素数 で あ る こ と の 判定を行わ ね ば な ら な い ．し か し

な が ら式（20）は Ci を陽 に 含み ， か つ Ci を与 え る 式

（19）は閉 じた形 で は 解 けな い ．す なわち ，
こ の アル ゴ

リ ズ ム は （step 　3）で 計算上 の 困難を き た す．こ の 困難

は 原理的 に は 代 数的 に消去 法 を適用 し，式 （19），（20）

か らす べ て の Ci を消去す る こ と に よ り克服で き る は

ず で あ る が ， 現実 的 に は数 式処理 を用 い て も， ほ とん

ど不 可 能 で あ る．そ の 理 由 は 式 （19）の 根 の 個 数 は

B6zout の 定理 に より ， 有 限個 な らば最高 2n個存 在 す

る こ とが 言 え ， そ の た め に式（19）， （20）よ りす べ て の

Ci を 消去 し て得 ら れ る r の 多項式の 次数 は最高 n2n

次 とな り得 る か らで あ る． と こ ろ が 系の 代数的積分不

可能性 を主張す る た め に は （step 　3）に お い て γ が 一・
つ

で も虚部を も つ こ と が検証で き れ ば十分で あ る．ま た

付録 2．で 述 べ る よ う に r が 虚部 を も つ と き r の値 そ

の もの を求め る こ とが意味を もつ 場合が ある．そ こ で ，

我々 は上記の代数的 ， 数式処理 的ア プ ロ ーチ と は異な

る数値的ア プ ロ ーチを行 う．数式処理 的ア プ ロ ーチ で

は式 （20）か ら r の 特性多項式そ の もの を求め ， その 根

を求 め る必要が あ る が ， 我々 の数値的ア プ ロ ー
チ で は ，

式 （20）を固有値方程式 ：

　 Kv ニrw 　v ∈ Rn ，

　但 し K は式 （26）で 定義 され る行列　 　　　（21）

とみなす．式 （21）は v の成分 の
一

つ を固定す る と， 他

の v の 成分 と r の n 変数 の 非線形方程式 とみ な され

る の で ， これ を ニ ュ
ート ン法等で解 くこ と を考え る．

また 式 （20）に 含 ま れ る パ ラ メ ータ Ci は 式 （19）を解 い

て与 えられ る．と こ ろが この 数値的 ア プ ロ ー
チ を素朴

に 浮動小 数点数上 で行 う と ，

　 （1） 式 （20）は一
般 に ，

パ ラ メ
ー

タ ♂ 偽 に 強 く依

存す る悪 条件 の問題 で あ る．

　 （2 ） 式 （19）か らニ ュ
ー トン 法 で 得 られ る解は 閉じ

た形で は与 え られず，近似解に過 ぎな い ．

た め に
， そ の 結果得 られ る r は厳密な結果 を与えな い

の みな らず ， 近似解 と して も信頼で きな くな る．しか

し な が ら これ ら の 問題 は精度保証付 き数値計算に よ り

回避可能で ある．すなわ ち ， 区間演算 ，
ニ ュ

ー
トン 法

の 区間版 で ある Krawczik の 反復法 を 用 い る こ と に

よ り， 式 （19）の解を必要 なだ け狭 い 区間を成分 に もつ

区間ベ ク トル で 包み込 む こ とが で き，真解 Ci を包囲す

る 区間を式（20）に代入し ， そ の結果係数が区問で与 え

られ る 固 有値 問題 を Krawczik の 反復 法
（9＞・（’ °） を用 い

て解 けばよ い ．結局 ， r は狭 い 区間で 包囲 され ， その虚

部の存在 お よびそ の値が厳密 に 検 証 され る．r の 虚部

の値が必 要で ある とき，この 手法は先に 述 べ た数式処

理 的に r を定 め る特性方程式 を与 え る方法 に 比 べ て

計 算量 の 点 で は る か に 有利で あ る．

　本手法の 応用 と して ，
ニ ュ

ーロ ダ イナ ミ ッ ク ス に お

い て
， そ の も と で 規則 的振動 また は 不規則 的振 動 を呈

す る結合 パ ラ メ ータ ai」 の設定例 を例 3， 4 を 用 い て 説

明 す る．

（例 3） 式 （7 ）に お い て 素子ta　n − 4 で 結合 パ ラ メ ー

タ 偽 が次の よう に 与え られ る場合，すなわ ち
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［aij］一

　 0　　 1．00
− 1．00　 0
− 1．00　 0．30

0．30　　0ユ0

一1．00　 0，30

03D　　O．10

　 0　 　 1．00
− LOO 　 O

（22）

で ある とき ， 特解の係数 （c 、，c2，　c3，　c4）を定め る代数方

程式 （19）は

　2c，（c2
− 0．1c3十 〇．3e4）＝＝1

　2c2（− Cl 十〇．303十 〇．lc4）＝1　　　　　　　　　　　　　　（23）

　
− 0．2clc3十 〇．6cl　c4十 〇．6c2c3十 〇．2c2c4＝＝2

と 同値で あ り，
Ci は任意性 を含む ．そ こ で例 え ｝2　c4 ニ

1 と固定 し て 残 りの Cl，　c2，　c3 を求め る と ， こ れ らは 4

組存在す る こ と が数値的に検証され る．こ れ らの Ci の

値 を固有値 方程式 に 代 入 し て Kowalevski ’

s　 expo −

nents 　r を求め る と ，
　 r ：

− 1
，
　O と な る KE が 存在 す る

こ と が わ か る．

　そ こ で
， 改め て 数式処理 的 に r ＝O

，

− 1 を予 想 して

計算 を進め る と ， 結局 ， KEr を与 え る特性方程式は

　r （r →−1）（2r2一ト2r一ト400c孑o彦十 4000 ぎoま一360孑oぎ

　　
一360ぞ（ぎ一4c身o ぎ一4c3c箭十 1）一＝O　　　　　　　　　　（24）

で 与 え ら れ る こ と が わ か り ， r ＝・O は 存在 す る第 1積

分 ：（1− xl ）（1一励 （1一コじぎ）
−1
（1一誘）

− 1
に 対応す る こ と

もわ か る．し か し なが ら式 （24）は虚数解 を もち得 る の

で ， こ の 結合パ ラ メータ に対 して は系は積分可能で は

な い こ と が わ か る． こ の と きその ダイナ ミ ッ ク ス は存

在す る 1個の第 1積分の た め に有界で あ り， 規則的振

動 を呈 す る こ とが観察され る．こ れ に対す るボ ア ン カ

レ マ ッ プ を図 3 に 示す．

（例 4） 式 （7 ＞に お い て ，先 の 例 3 の 結合パ ラ メ ータ

か ら摂動 さ れ た 場合で ，

− 1 を除 くす べ て の KE が虚

9　 Q

、丶

’！
ノ

◎
！’

丶、

’

厂

、、

ox1

　 図 3　flow の 断面 図

Fig．3　Surface　of 　section ．

部を もつ ような結合パ ラ メ
ー

タ ai 」を考え る．例えば

［α ij］＝

　 0　 　 1，00
− 1．00　 　0
− 0．10　 0．30

0，31　　0．10

一〇．10　 0．30

0．29　　　0．10

　 0　　 1．00
− 1．00　 0

（25）

で あ る と き ， 特解の係数 （c 、
，
c2

，
　c3

，
　c4）は 8組存在す る

こ とが検証 さ れ る．そ の 1組 は ：

　 c1 ∈ ［
− 0．13392290788627617968

，

　　　
− O．133922907886276179651

　　　十 i［− O．09881956585742500658，

　　　
− O．09881956585742500657｝

　c2∈ ［
− 1．86673405075704882732

，

　　　 − 1．86673405075704882730］

　　　一トi［2．55795690331479480121，

　　　2．557956903314794801231

　c3∈ ［
− 0．13444473010428413263

，

　　　 − 0．13444473010428413260］

　　　
一
トi［O．09810844204324196948，

　　　0．09810844204324196952］

　 c4 ∈ ［
− 1．88011515037996395754，

　　　
− 1．88011515037996395748］

　　　十 i［− 2．54813786063143768441，

　　　
− 2．54813786063143768438］

で 与 え られ ， こ れ に 対応す る KEr は

　 r ＝− 1

　 r ∈≡［O．05144436809226889440，

　　 0．05144436809226889645］

　　　
一
トi［− 0．05414396856480379030，

　　　
− 0．05414396856480378831］

　 r ∈ ［
− O．05144421420194351426，

　　　
− 0．05144421420194351224］

　　　十 ガ［O．04887350661566986585，

　　 0．04887350661566986781］

　 r ∈ ［
− 1．00000015389032540936，

　　　
− 1．00000015389032535042］

　　　十 i［0．00527046194913389649，

　　 0．00527046194913395754］

に よ り与 え られ る．す なわち ， 初期時刻の任意性に対

応 す る r ＝− 1 を除 い て ， す べ て 虚部 を もつ こ とが 厳

密 に 検証 さ れ た。他 の 7 組の Ci に 対 して も同様 に す べ

て の r が虚部を もつ こ と が検証 さ れ る．こ の状況 は こ

の結合パ ラ メ ータ に 対 し ， 系は積分不可能で ある こ と

の証明を与 え ， 更に代数的第 1積分が
一

つ も存 在 しな
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　 図 4flow の 断面 図

Fig ．4　Surface　of 　section ．

い こ と も 主張す る．こ の 場合 ， ダ イ ナ ミ ッ ク ス は 不規

則振動 を呈 す る こ とが観察さ れ る ．こ の状況 は例 4 が

例 3 と 同様 に 有界 なダイナ ミ ッ ク ス を もつ が ， 第 1積

分が 存在 し な い こ とか ら 理解さ れ る．そ の ボ ア ン カ レ

マ ッ プ を図 4 に 示 す．

6． む 　す　び

　本論文で は tanh で 与 え らる非線形相互 作用 を もつ

非対称結合で 密結合 の ニ ュ
ー

ロ ダイ ナ ミ ッ ク ス の 解析

を行 っ た ， す なわ ち積分可能性の 条件 を与え ， 積分不

可能性の検証法を拡張 し ， それ ら に よ っ て 系 の ダイ ナ

ミ ッ ク ス の規則的，不規則 的振動 の解析的説明 を与え

た．今後 の 課題 と し て は 5．で 述 べ た ように ，従来の特

異点解析の 実際の 適用範囲を超え て ， 更に高次元の 系

の 解析が 期待 さ れ る ．また，カ オ ス を示 す系 の 特異点

の 分布は複素時間平面上 ， 自然境界 を形成す る場合や

フ ラ ク タ ル 状の 特異点の 集積を もつ 場合が 知 られ て い

る が ，
こ こ で 扱 っ た ニ ュ

ーロ ダイ ナ ミ ッ ク ス は ど の よ

うな特異 点の 分布を もつ か 興味が あ る．更 に ， 非摂動

系 （2 ）に お い て 発見 さ れ た 積分可能系 ， 保存量 を も と

に
， 減衰項 ， 自己結合お よび しきい 値 を有す るニ ュ

ー

ラ ル 系の ダ イ ナ ミ ッ ク ス を摂動論的に解析を行 う こ と

が期 待され る。
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付 録

　 1． 吉田 の 定理

　相似不変系 と呼ばれ る ク ラ ス の 方程式に対 し て パ ン

ル ベ テ ス トの 意 味 は 吉 田 の 定理 に よ っ て 説 明 さ れ

る c5）．吉田氏に よ る力学系の代数的積分可能 性 ， 不可能

性 に 関す る 定 理 は 次 の と お りで あ る．

［定理］　 （吉田）微分方程式（4 ）が相似不変系で ， 右辺

fi（x ）が 有理 関数 で あ り，代数的第 1 積分 を もつ な ら

ば ， こ の 積 分 に 対 応 す る 解 の 展 開 に お け る

Kowalevski ’

s　exponents （KE ）は 有 理 数 で あ り， 式

（4 ）が 代数的積分可能な らば ， す べ て の KE は有理数

で ある．そ の 対 偶 として ，

一
つ で も有理 数で な い KE が

存在 する とき，系は代数的積分不可能で ある．　 □

　更 に ， 非相似不変系に対 して も変数 の ス ケ ー
リン グ

と極限操作に よ っ て 相似不 変系 に 帰着 で き る場合 に も

上 の命題が成立 す る こ と も示 さ れ る。以上 の吉田 の 定

理 よ り，与 えられた相似不 変系 （あ る い は相似不変系に

帰着で き る非相似不変系〉に 対 す る代 数的 積分 不 可能

性は 次 の ア ル ゴ リ ズ ム に よ り検証 さ れ る．
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（step 　O）

行列 K ・［醐 一［竕舞 銑 ，

…
，
Xn ）

　　　　　　　　　
− 6，rf，（x ，，…r ・ n）］ （A ・1）

の行列式が恒等的に は 0で な い こ とを確認 　（条件 1）

（step 　1） 特解 銑
＝碗

一9t
を求め る．　 Ci は Ci に関す る

連立 方程式に よ り与え られ る．

（step 　2） KE ← r ）を求め る．　r は行列 K に 対 す る固

有値方程式 に よ り与え られ る．

（step 　3）　 も し少な くと も
一

つ の KE が 無理数 また は

複素数 となれば ， 系は代数的積分不可能で ある こ とが

証明さ れ る ．有理数で あ る KE が存在す る ときは ，
こ

れ に対応す る代数的第 1積分 の 発見の 手掛 り とな る．

（注） 最近 の 石井雅治氏 の 結果 に よ る と，（step 　G）の

条件 1 は必 ず し も必要で な い こ とが 言え ， 相似不変系

に お い て無理数 また は複素数の KE の 存在 か ら，よ り

強 く解析的積分 の 不在 が 主張 さ れ る．

　 2． カ オス と の 関係

　系の パ ラ メ ータ に 依存 し て レ ゾナ ン ス （KE ＞が 虚数

成分を もち始め る と き系に カ オ ス が 発生 す る とい う数

値計算例が報告 さ れ て い る（6）．また ，
セ パ ラ トリッ ク ス

を もつ 積 分可能系 が摂 動 を受 け，そ の メ ル ニ コ フ積分

が 恒等的 に は 0で な くな る と き ， 解が 無限多価に な る

こ と を主 張す る定理 ， 実例 が知 られ て い る
ω ．す なわ

ち ，
KE が虚数成分 をもつ こ と，す な わ ち，解の 無限多

価性は カ オ ス と密接な関係 をもち ， カオ ス の 存在 の
一

つ の 現 れ で あ る こ と が知 られ て い る ω ．

　 　 　 　 　 （平 成 5年 9 月 22 日受付，6 年 1 月 19 日再 受付 ）
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勤 務．現在 ， 理 工 学部情報学科教授．昭 62

年 3 月〜63年 3 月 カ リフ ォ ル ニ ア 大 バ ー

ク レ イ 校客 員研 究員．非 線形 を 中心 と し た

情報数理 工 学の 研究 に従 事．

堀内　和夫

　昭 27 早大 ・理 工 ・電 子通 信 卒．昭 32同

大大 学 院博 士 課程 了．工 博．昭 32 よ り同大

勤務．電 子通 信科教授，非線形 シ ス テ ム解

析，情報 ・制 御理論，電 磁波 理論 等 を専攻．
昭 52年 度論 文賞 ， 昭 56年 度業績賞 ， 平元

年度功績賞各受賞．著書「電磁 気学」，「電気

数 学 1」，「応 用解析 」，「応用 数理 へ の道 」等．IEEE　Fellow．

田中　久陽

　 平 2早 大 ・理 工
・電 気卒．平 4 同大大 学

院修士課程了．現在 ， 博士後期課程在学中．
非線 形 を中心 と した 情 報数 理 工 学 の 研究 に

従事．特 に 通 信，信号処理 シ ス テ ム に お け

る 非線形 性 に 興 味 を もつ ．計測 自動 制御 学

会，日本 物 理学会，応 用 数理学 会，IEEE 各

会員。
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